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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs Aol
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Le cas indépendant

On note:
@ X un vecteur gaussien standardisé dans R, ou v € N*.
e LL?(X) la classe des fonctions f : RV — R mesurables telles que Ef(X) = 0 et
Ef2(X) <
oxN—%(xl—i- -+ xn) pour N € N*.

Théoreme (TLC “classique™)

Soit f € IL?(X) et soit (X;)ien une suite de vecteurs gaussiens standardisés
indépendants. Alors:

\FN(% [F(Xa) + -+ F(X)]) =2 N (0, EF(X)).

Jean-Marc Bardet, SAMM, Université Paris 1 TLC pour fonctionnelles de vecteurs gaussiens



Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs Aol
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Le cas indépendant pour des tableaux triangulaires

Exemple de tableaux triangulaires: modeéle linéaire Y; = (Z0); +¢;, 1 <i < N.
Les résidus (EfN))lg,-SN = Pjz. Y obtenus par OLS forment un tableau triangulaire

Théoréme (TLC pour les tableaux triangulaires indépendants)

Soit f € L2(X) et soit (XE"))ISISn, nen+ un tableau triangulaire de vecteurs
gaussiens standardisés indépendants. Alors:

VR (& TFO™) -4 F(X)]) £ (0, EF(X)).
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs -
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Dépendance pour des vecteurs gaussiens

@ Si (X;)ien suite de vecteurs gaussiens standardisés
= la dépendance est déterminée par la famille des covariances

(Cov(Xi, Xj))(;,j)gNz = (COV(XIP)7 )g(q)))(p,q)e{l,m w32,(i )Nz

@ Si (X;)ien suite de vecteurs gaussiens standardisés stationnaire
—> la dépendance est déterminée par la famille des covariances

(Cov(Xo, X)) ;e = (Cov(XE) X)) (preqn,e wpeien

o Et pour (f(X;))ien???
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs -
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Un passage par les polynomes d'Hermite

0" —x2/2

@ Soit Hy(x) := (_1)kex2/2we , k € N polynémes d'Hermite standards.

@ Pour tout multi-indice
k= (kW .. kM) ezy = {(W,....j[") ez j >0 (1<u<v),
le polynome d'Hermite d’ordre k dans R” est
Hy (x) = Hyw (xM) x - x Hyy (1) pour x = (x(M) ... x()) e R¥,

o On note |k| := kM + ... 4+ k() pour k = (kM), ..., k) € ZY.
Une fonction f € L2(X) a un rang d'Hermite m > 0 si

E|f(X)H(X)| =0 pour tout k € Z%, |k| < m,
E|f(X)H(X)| #0 pour un k, |k| = m.
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs . :
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Un passage par les polynémes d'Hermite (suite)

Proposition
Si f € L3(X) a un rang d’Hermite m > 0, f admet le développement d’Hermite
E[f(X)Hi (X)]
)= 2 Sy o kO

lk|>m

qui converge dans L?(X).

Propriété (Formule du Diagramme, Breuer et Major (1983))

Diagramme d'ordre (¢1,- - ,{,): ensemble de sommets {(j, 0)i<j<p, 1S[§gj} et
d'arétes {((j, ), (k, m))1§j<k§p,1§e§ej,1§m§ék}' On note [({1,--- ,£p) I'ensemble

des diagrammes d'ordre ({1, -- ,{,). Alors:

]E[f[ Hy(XD) = > 11 Cov(XU), x (k).

GEN(Ly,-+,£p) ((j,€),(k,m)) arétes de G
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs -
Le cas indépendant

Le cas dépendant

Un passage par les polynémes d'Hermite (fin)

En conséquence:

) E[Hf:l f(XJ)} dépend uniquement de (COV(X,-P),)(l-(q)))lgp}qu,lg,"jgp.

Par exemple, si v =1, (X;)ien stationnaire et si le rang d'Hermite de f est
m>0,

Cov(f(Xi), F(X))) = i (E[f(X)qF!/q(X)])

q=m

COVq(XQ, XU_,").

@ Les conditions pour un TLC portant sur les f(X;) dépendent uniquement du

rang d'Hermite m de f et de (COV(XIP),)g(q)))lgpﬁquﬁlg,gjgp.

Jean-Marc Bardet, SAMM, Université Paris 1 TLC pour fonctionnelles de vecteurs gaussiens



Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs

Le cas indépendant
Le cas dépendant

TLC pour des fonctions de vecteurs gaussiens faiblement
dépendants

@ Cas des fonctions de processus gaussiens stationnaires: Sun (1965), Breuer et
Major (1981), Giraitis et Surgailis (1985), Nourdin et al. (2010)

Théoréme

Si (Xi)ien est une suite stationnaire de variables gaussiennes standardisées, si
r(k) = Cov(Xo, Xk) pour k €N, si f € L2(X) de rang d'Hermite m > 1, alors

SIHRIm <00 = <= S0 s N0, Y CouUr (). FX).

N—co
keN kEZ
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs -
Le cas indépendant

Le cas dépendant

@ Cas des fonctions de suites de vecteurs gaussiens stationnaires: Arcones (1994)

Théoreme
Si f € L3(X) de rang d’Hermite m > 1 et max Z |Cov(X(§p),X,Eq))|m < o0,
1<p,q<v
N keN
1 c
o ;f(xj) = N, ke};c:ov(f(xo), F(X4)))-
Jj=

Exemple: X processus ARMA ou VARMA (standards).
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Un état de I'art des Théorémes Centraux Limites pour les fonction de vecteurs

Le cas indépendant
Le cas dépendant

TLC pour des fonctions de vecteurs gaussiens fortement
dépendants

© Cas des suites de vecteurs gaussiens stationnaires: Rosenblatt(1961), Tagqu (1975),
Breuer et Dobrushin (1979), Giraitis et Surgailis (1985),

Si (Xi)ien est une suite stationnaire de variables gaussiennes standardisées, si

f € L?(X) de rang d’"Hermite m > 1, si rP9)(k) = Cov(Xép),Xlsp)) pour k € N
telle qu'il existe 0 < av < 1, (bp,q) des réels et L(-) une fonction a variations lentes,
vérifiant: r(P9 (k) = b, k= *L(k), a/ors

N
1
@ E N1— ma/2Lm/2 Z f j Z.
J:1

Exemple: X processus FARIMA(p, d, q) (o =1 —2d), f(x) = Ha(x) = x> -1
(m = 2) et Z processus de Rosenblatt.
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens Un TLC pour les fonctionnelles de tableaux triangulaires

Une inégalité de moments

On note:

@ (Xy,...,Xpn) vecteur e—standard: |Cov(Xt(”)Xs(V))’ < ¢ pour tout
t#£s,1<t,s<Netl<uv<vr.

o > somme surtousles 1 < t; < N (1 < i< p) avec t; # t;(i # ).
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens (U TLE oy (5 (e s e el s e s

Une inégalité de moments (fin)

Lemme

On suppose
e pourl<j<p,p>21<t<N,f,n€L?*X) fonctions telles que pour

0<l<p, fen,---, f“,\,derangdHerm/te>mpourN>11<t<N'

o (Xq,...,Xpn)
Alors

Vp—l .

S E[fan(Xe) - o n(Xs,)]]

< P—g (u) m
< C(e, p, m, L, v)KNP~2 lgwta<xN Z 1<n‘javx < | Cov( X X )|
1<s<N,s#t

£
2

fiewll avec |[fenl?® =E[F n(X)].

)
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens Un TLC pour les fonctionnelles de tableaux triangulaires

Hypotheses

On suppose que

° (X(N)(k)) . tableau triangulaire de vecteurs gaussiens standardisés
1<k<N,NeN*

a valeurs dans R” et on note
rPO(, k) = Cov(XPM(G), X@M(K)) (1<) k < N).

o fin € L3(X) (N >1,1< k < N): fonctions de rang d'Hermite > m € N* tel
qu'il existe ¢,, 7 € [0, 1] fonction continue de L.?(X) telle que

sup Hf[TN]N_(bT” sup IE(fi‘rN] N(X)_¢T( ))2 — 0.

T€(0,1 T€(0,1] N=oo

o |l existe (p(n)), telle que max }r,(\,p q)(j k)| < |p(j — k)| et Z lp()|™ < oc.
1<p,q<v <
J
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens Un TLC pour les fonctionnelles de tableaux triangulaires

TLC (premiére version)

Théoréme

N y )
On suppose que ]E(N_l/2 E i (X )(k))> P o2 avec 02 > 0. Alors
—00
k=1

N— oo

N
N72ST iy (XM(K) E5 (0, 02).
k=1
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens Un TLC pour les fonctionnelles de tableaux triangulaires

TLC (deuxieme version)

Théoréeme

On suppose qu'il existe un processus Gaussien stationnaire (W-(j));c;, a valeurs
dans R” tel que pour tout T € [0,1] et J € N*,

(X(N)([NT]+j))_J§jSJ Néo (WTU))_JSSJ
Alors N
NS (KK 7 N0,

N—oco

avec o —/ dT(Z]E[d)T -(0)) ¢~ ( T(J))])

JEZ
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Une inégalité de moments

Un TLC pour fonctionnelles de tableaux triangulaires gaussiens Un TLC pour les fonctionnelles de tableaux triangulaires

Idée de preuve

© On considére ¢, ; le développement d'Hermite de ¢, jusqu'a I'ordre t.

@ On prouve un TLC pour les ¢,..(X™)(k)) en montrant que les cumulants des
(Hk1 (X(N)(tl)), e 7Hk,, (X(N)(tp))) sont de I'ordre de O(N) pour tout p > 3,
1<t <N.
= Utilisation de I'inégalité de moments.

© On fait tendre t vers l'infini et on contrdle...
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Statistique IR: rapport d’accroissements

- P o Baussie Un TCL pour des processus localement stationnaires
ADplICathl’!S statlsthues pour des processus non stationnaires

IR: une mesure de l'irrégularité d'un processus

Soit (Xo, X1/n, -+, X1) une trajectoire d'un processus gaussien
= On veut mesurer une irrégularité moyenne du processus.

On peut par exemple:
o Estimer de la dimension de Hausdorff du graphe.

@ Estimer un coefficient de type Holder du processus.
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Statistique IR: rapport d’accroissements

- P o Baussie Un TCL pour des processus localement stationnaires
ADplICathl’!S statlsthues pour des processus non stationnaires

Example

=) 500 1000 1500 =000

o 500 7000 i500 Z=ooo

Figure: Exemples de trajectOIres de MBM (haut, H € C"~ avecn
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Statistique IR: rapport d’accroissements

- P o Baussie Un TCL pour des processus localement stationnaires
ADplICathl’!S statlsthues pour des processus non stationnaires

IR: une mesure de I'irrégularité d'un processus (suite)

On définit:

N-3 2,N 2,N
R2,N(x) — 1 ’Ak X+Ak+1X|

2,N 2N v’
N—2 k=0 |Ak X| + |Ak+1X|

avec Ai’NX = Xks2)/N — 2 X(k+1)/n + Xi/n €t la convention g =1.

Comportement asymptotique de R>N(X)?
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Statistique IR: rapport d’accroissements

- P o Baussie Un TCL pour des processus localement stationnaires
ADplICathl’!S statlsthues pour des processus non stationnaires

Comportement asymptotique de IR

On note
2
° ag’,\,(k) = E{ (Ai’NX) ];
2,N 2,N
Wy B X ) . AraX,
o Y, (k)= , Yy (k) = ;
N ( ) O'2N(k) N ( ) 0'2/\[(/()
o f(xM, x@) = |xM) 1 x@|/(|xV| + |xA|) pour (xI), x(?)) € R2,
N-3
1
= RNMX)= 55 D F(YW(K),  avec Yu(k) = (Y3 (k). (k).
k=0
En “standardisant” Yn(k) on obtient:
RN =72 Z fln (Xu(K). avee Xu(k) = (X (k). X (4))
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Statistique IR: rapport d’accroissements

- P o Baussie Un TCL pour des processus localement stationnaires
Appllcatmns statlsthues pour des processus non stationnaires

Comportement asymptotique de IR (suite)

Soit X = (X;): un processus gaussien tel que

A.1) Il existe H(t) € (0,1) et c(t) > 0 (t € [0,1]) telles que Vj € N*

2
E(Xqva1j)/n — Xive/n)

lim = 0 avec

— (1)

N=00 te(0.1) (j/ Ny
lim sup |H(t)—H(t |\/>IogN—0 et lim sup |c(t)— ct+ E
N—oo l’E(O 1) N—o0 te 0 1)

A.2) Il existed >0,7>1/2,0<60<~v/2tels que pour 1 <k <j<NetNecN*

[Cor[A"X A2MX]| < o N7 i K|,
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Statistique IR: rapport d’accroissements
Un TCL pour des processus localement stationnaires

Applications statistiques pour des processus non stationnaires

Comportement asymptotique de IR (suite)

Théoréme

Si X est un processus gaussien vérifiant les hypotheses (A.1-2),

\FN(RZN(X)—/l/\(H(t))dt) = /\/(o,/1 z(H(T))dT),
=e2 0

0

ot H— N(H) et H— ¥(H) sont des fonctions de graphes:

0.38

036

boboa@ 29 o0 0 o
® £ 386 08 8 8 8 N

0.34

oz

Figure: Tracés des fonctions H — A(H) et H — X(H)
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Statistique IR: rapport d’accroissements

. P H . Un TCL pour des processus localement stationnaires
Applications statistiques pour des processus non stationnaires

Processus localement stationnaire

On définit un processus localement stationnaire gaussien (Dahlhaus et Polonik, 2009)

Xen = Zam,\/(j)et_j, pour tout 1 <t < N, N € N*,
Jez
ou
o (£x)kez suite de v.a. gaussiennes standardisées;
o les suites (a¢,n(j))jez sont telles qu'il existe K > 0 et o < 1/2 vérifiant,

K
N < — C = 1. |j|et =
1rgnta§><,\l|c’3t7,\,(j)| < avec wuj:=max(1,|j|*"") pourj e

o il existe des fonctions 7 € (0, 1] — a(7,j) € R vérifiant:

K
sup |a(77j)| S I v./ € Z?
7€(0,1] uj

et sup  max  |(akn() —a(r.j)| — O, vieZ, Vi>o.
7€(0,1] I[N‘r]fk|§L|( k() = a(r,J)] j
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Statistique IR: rapport d’accroissements
Un TCL pour des processus localement stationnaires

Applications statistiques pour des processus non stationnaires

Un TCL pour processus localement stationnaire

Théoréme

Soit Wr(t) := 3 ;e a(r.j) er—j et W-(j) = (Wo(j+1),..., W,(j +v))".
Si les fonctions (fx n)1<k<n,nen+ ont un rang d’Hermite m avec m > 1/(1 — 2«) et
“tendent” vers ¢, (voir précédemment). Alors

N
N71/2 Z fk,N(Xk,N) Néo N(O,Uz).

k=1

avec o —/ dT(Z]E[le -( )¢T(WT(J))])

JEZ
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