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e Un peu d’aéronautique
o La problématique industriel
@ La quantité a estimer
@ Méthode d’estimation avec les mains
o A-t-on fait une bonne estimation?
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Cadre informel

L'objectif est I'étude (estimation) de certaines caractéristiques (E, Var, densité, quantile ...)
d’une variable aléatoire Y.
Pour cela on dispose de deux sources distinctes d’information

O Quelques données expérimentales Yi,..., Y, i.i.d de méme loi que Y (n petit).

e Les Y; représentent soit des vraies données provenant de mesures expérimentales, soit des
données provenant d'un modele simulant de fagon précise la réalité.

e Dans tous les cas ces données sont coliteuses, elles sont peu nombreuses.
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Introduction.

Cadre informel

L'objectif est I'étude (estimation) de certaines caractéristiques (E, Var, densité, quantile ...)
d’une variable aléatoire Y.
Pour cela on dispose de deux sources distinctes d’information

O Quelques données expérimentales Yi,..., Y, i.i.d de méme loi que Y (n petit).

e Les Y; représentent soit des vraies données provenant de mesures expérimentales, soit des
données provenant d'un modele simulant de fagon précise la réalité.

e Dans tous les cas ces données sont coliteuses, elles sont peu nombreuses.

@ Possibilité de simuler des variables 71, ... Z,, i.i.d dont la loi est “proche” de celle de Y
(m grand).

e Les Z; proviennent de modeles simplifiés, elles sont pas trop coliteuses, on peut en avoir
plein.
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Un peu d’aéronautique La problématique industriel
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Un peu d’aéronautique La problématique industriel

Un exemple

Etude de la masse de Fuel consommée par un avion lors de la phase croisiére pour un trajet fixé.
Le but est a partir de données de masses de fuel consommées, d’identifier la consommation
spécifique (SFC) de la motorisation en tenant compte de I'incertitude sur la vitesse V et sur la
finesse F de I'avion.
Données observées

MSL L MET p =32

fuel® fuel’

l Masses de Fuel [kg] l

7918 | 7671 | 7719 | 7839 | 7912 | 7963 | 7693 | 7815
7872 | 7679 | 8013 | 7935 | 7794 | 8045 | 7671 | 7985
7755 | 7658 | 7684 | 7658 | 7690 | 7700 | 7876 | 7769
8058 | 7710 | 7746 | 7698 | 7666 | 7749 | 7764 | 7667

Table: Données provenant d'un modele aéronautique complexe
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Un peu d’aéronautique La problématique industriel

Un exemple

Etude de la masse de Fuel consommée par un avion lors de la phase croisiére pour un trajet fixé.
Le but est a partir de données de masses de fuel consommées, d’identifier la consommation
spécifique (SFC) de la motorisation en tenant compte de I'incertitude sur la vitesse V et sur la
finesse F de I'avion.
Données observées

MSL L MET p =32

fuel® fuel’

l Masses de Fuel [kg] l

7918 | 7671 | 7719 | 7839 | 7912 | 7963 | 7693 | 7815
7872 | 7679 | 8013 | 7935 | 7794 | 8045 | 7671 | 7985
7755 | 7658 | 7684 | 7658 | 7690 | 7700 | 7876 | 7769
8058 | 7710 | 7746 | 7698 | 7666 | 7749 | 7764 | 7667

Table: Données provenant d'un modele aéronautique complexe

On dispose en fait de nmax = 200 données

fuel®

i=1...nmax

(M, sFC)

7 et aucunes valeurs de SFC*, on utilisera tout le

mais on en utilise que 32 valeurs de M,

monde plus tard.... )
On suppose que les observations I\/I;:’e', ont une distribution inconnue @ de densité f de support
T := [Mins = 7600, Msyp = 8100]
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s praliieme.e s
Modele aéronautique simplifié

SFC-g-Ra -3
Mfuel = (MEmpty ar Mpload) (e V-F = = 1) J
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Un peu d’aéronautique La problématique industriel

Modele aéronautique simplifié

SFC-g-Ra -3
Mpyel = (Mempty + Mpload) (e v 10 - 1)

Dans cette formule, on trouve 7 variables d’entrées

@ 4 quantités fixes Mempty, Mpioad, g et Ra.

@ Deux quantités non contrdlées, modélisées par des variables aléatoires V et F.

[ Entrée | valeur ou valeur nominale | unité ]

Mempty 42600 kg
Mpioad 19900 kg
g 9.8 m/s?
Ra 3000 km
Viom 231 m/s
From 19 -

Les v.a. V et F sont modélisées par V = Vyom + €v, F = Fpom + €F

[ variable [ Distribution |

Parametre ]
v Uniform [Vinin = 226, Vimax = 234]
F Beta (77 27 [Fmin = 187’ Fmax = 1905])

@ La quantité qui nous intéresse SFC.
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Un peu d’aéronautique La quantité a estimer

@ Introduction.

© Un peu d’aéronautique

@ La quantité a estimer

© Et maintenant un peu de math
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Ll it & Gy
A propos de la quantité d'intérét

Aol 103 8
Miset = (Mempty + Mpaa) (755107 1) |

@ SFC est une mesure de la qualité du moteur qui posséde une composante aléatoire, elle sera
modélisée par une v.a a support compact

SFC = psrc + €

Dans un premier temps de grands experts en aéronautique nous proposent de prendre
€ = gspcespc avec espc ~ Nj_3.3)(0,1) avec usec € [15,20] et osrc € [s,1] (s petit).
o Notre probleme est maintenant de caractériser pusec et osec.
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L EENTiiEE & Csiftmer
A propos de la quantité d'intérét

SFC-g-Ra 1n—3
Myyer = (Mempty ar Mpload) (e v 10 - 1) J

@ SFC est une mesure de la qualité du moteur qui posséde une composante aléatoire, elle sera
modélisée par une v.a a support compact

SFC = psrc + €

Dans un premier temps de grands experts en aéronautique nous proposent de prendre
€ = gspcespc avec espc ~ Nj_3.3)(0,1) avec usec € [15,20] et osrc € [s,1] (s petit).
o Notre probleme est maintenant de caractériser pusec et osec.
o Ecriture du modele statistique

On a un vecteur aléatoire € = (esrc, v, €F) T , un vecteur de parametre 8 = (usrc, osrc) | -
Une famille paramétrée par § € ©

(usFc + osrc esec) & - Ra 73) )
Myyer = h(e,0) = (M, Mpioa +10 -1
fuel (e,9) ( empty + Mpi d) (eXp ( (Viom + €v) - (Fnom + €F)

avec
© =[15,20] x [s,1]
Dans la suite on notera Qg la loi de My, = h(e, 0)

L'objectif est maintenant d’estimer 6 € © A partir M;l’ell, ey M;ue'}
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Un peu d’aéronautique Méthode d’estimation avec les mains

@ Introduction.

© Un peu d’aéronautique

@ Méthode d’estimation avec les mains

© Et maintenant un peu de math
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Un peu d’aéronautique Méthode d’estimation avec les mains

., M>"  n = 32 forment un n-échantillon de distribution

@ Nos vraies données Mfusl, .. el

inconnue Q.

* 0

Ici, la densité f de Q est inconnue, on ne connait donc pas de relation reliant 6 aux Mfue,.

On remplace la loi Q par la loi Qg loi de My,ef = h(e, 0) (on considére que notre modele
approché n’est pas trop mauvais). On note py la densité correspondante. On décide
maintenant d’estimer 6 par Maximum de vraisemblance

6= Argmingecg § —— Z log(po ( fue/))
i=1
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Un peu d’aéronautique Méthode d’estimation avec les mains

., M>"  n = 32 forment un n-échantillon de distribution

@ Nos vraies données Mfusl, .. el

inconnue Q.

* 0

Ici, la densité f de Q est inconnue, on ne connait donc pas de relation reliant 6 aux Mfue,.

On remplace la loi Q par la loi Qg loi de My,ef = h(e, 0) (on considére que notre modele
approché n’est pas trop mauvais). On note py la densité correspondante. On décide
maintenant d’estimer 6 par Maximum de vraisemblance

6= Argmingecg § —— Z log(po ( fue/))
i=1

@ Malheureusement pour nous, vu la fonction
+ &R . ,
h(e, 0) = (Mempty + Mpioad) <exp (% .10 3) — 1) on n'a pas
d’expression analytique pour pg.
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Un peu d’aéronautique Méthode d’estimation avec les mains

0 = Argmingco {— Z IOg(p9(Mfuel))}

i=1
o C'est pas grave, car on peut simuler (presque gratuitement) un m-échantillon (m grand 10%)
de loi Qg et on estime la densité avec notre méthode préférée (par exemple a I'aide d'un
noyau)
n
0 = Argmingco { — Z log Z Kbm (h(ej, 0) — fue,)
i=1
@ On optimise en 6 a I'aide d'une méthode Quasi-Newton, et on obtient les résultats suivants

0 = (fisec = 17.397, 5 spc = 0.201).
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?

@ Introduction.

© Un peu d’aéronautique

@ A-t-on fait une bonne estimation?

© Et maintenant un peu de math
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?

Recyclons les données oubliées
A un moment vous avez pu lire:

On dispose en fait de nmax = 200 données (M;‘L,’Ei,, SFC*V") - mais on en utilise que 32
i=1...Nmax

valeurs de M), et aucunes valeurs de SFC*:i, on utilisera tout le monde plus tard....

A fin de se persuader que notre procédure est raisonnable, on estime maintenant € uniquement a
I'aide des nmax données réelles, et on va comparer cette estimation a |'estimation précédente. On
trouve alors

[ | Echantillon de référence | SFC estimé | Erreur relative |

Moyenne 17.49 17.397 0.5 %
Ecart type 0.57 0.201 60.6 %
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?

Recyclons les données oubliées

A un moment vous avez pu lire:

On dispose en fait de nmax = 200 données (M;:l’ei,, SFC*V") - mais on en utilise que 32
i=1...Nmax

valeurs de M), et aucunes valeurs de SFC*:i, on utilisera tout le monde plus tard....

A fin de se persuader que notre procédure est raisonnable, on estime maintenant € uniquement a
I'aide des nmax données réelles, et on va comparer cette estimation a |'estimation précédente. On
trouve alors

[ | Echantillon de référence | SFC estimé | Erreur relative |

Moyenne 17.49 17.397 0.5 %
Ecart type 0.57 0.201 60.6 %

Commentaires

@ Notre procédure semble plutét bien estimer la moyenne et plutét mal estimer |'écart type.
@ Erreur statistique n = 32 c’est petit (mais on fait avec ce que I'on a sous la main).

© Erreur de modélisation
@ Erreur de modéle physique : approximation de notre modéle n'est pas parfaite
@ Erreur de modélisation pour la loi de SFC (nous allons essayer de faire mieux).
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?
A propos de la modélisation de la loi de SFC
Vous avez aussi pu lire

Dans un premier temps de grands experts en aéronautique nous proposent de prendre
€ = gsrcesrc avec espc ~ Nj_33)(0,1) avec psrc € [15,20] et osrc € [s,1] (s petit). J
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?
A propos de la modélisation de la loi de SFC
Vous avez aussi pu lire

Dans un premier temps de grands experts en aéronautique nous proposent de prendre
€ = gsrcesrc avec espc ~ Nj_33)(0,1) avec psrc € [15,20] et osrc € [s,1] (s petit). J

Grands experts en aéronautique = N. Rachdi, J.C Fort, T. Klein.

Que conseils les vrais experts en aéronautique ?

Des ingénieurs Airbus spécialistes des moteurs considérent que la loi de SFC est correctement
modélisée par une v.a de type exponentielle: c'est a dire de la forme

{P(w 0)=0,e %20 1 L 1, 0=(01,02) € Ry x Ri} :
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[VIN-ETRCIEYICLEECICI  A-t-on fait une bonne estimation?
A propos de la modélisation de la loi de SFC
Vous avez aussi pu lire

Dans un premier temps de grands experts en aéronautique nous proposent de prendre
€ = osrcesrc avec espc ~ Ni_3.3)(0,1) avec pspc € [15,20] et ospc € [s,1] (s petit). J

Grands experts en aéronautique = N. Rachdi, J.C Fort, T. Klein.

Que conseils les vrais experts en aéronautique ?

Des ingénieurs Airbus spécialistes des moteurs considérent que la loi de SFC est correctement
modélisée par une v.a de type exponentielle: c'est a dire de la forme

{P(w 0)=0,e %20 1 L 1, 0=(01,02) € Ry x Ri} :

On obtient avec ce modeéle pour SFC les résultats suivants

[ | Echantillon de référence | SFC®P (n = 32) [ Erreur relative ]

Mean 17.49 17.52 0.17 %
Stand. dev. 0.57 0.29 49.12 %

A comparer avec

[ [ Echantillon de référence [ SFC estimé [ Erreur relative ]

Moyenne 17.49 17.397 0.5 %
Ecart type 0.57 0.201 60.6 %
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Et maintenant un peu de math

© Et maintenant un peu de math
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Et maintenant un peu de math

Revenons au début de |'exposé
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Et maintenant un peu de math

Revenons au début de |'exposé

@ Les Y proviennent de données expérimentales couteuses (soit en euros, soit en temps de
calculs)

@ Les Z, proviennent de modeles approchant la réalité. Ces modeles sont de la forme
Z = h(X,0)

Dans I'exemple on avait

(usFc + osFcesrc)-g-Ra 3
Myyer = h(e, ) = (M, + M (ex ( -10 -1
fuel ( ) ( empty pload) P (Vnom + 6V) : (Fnom + EF)

X représente les variables d'entrées de notre modeéle et 6 € © sont des paramétres a estimer.

Remarque (Importante)

Les variables X intervenant dans le modéle approché ne sont pas les mémes que les conditions
initiales des vraies expériences. Ainsi, on ne suppose pas que les vraies données Y sont de la
forme Y = f(X).
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Objectif et cadre formel

o Objectif: Construire un simulateur aléatoire (de la réalité) h(X,8) qui prédit le mieux
possible une caractéristique donnée de la distribution des données Y1,..., Y.
o Formalisation mathématique:
@ Les données expérimentales Y1, ..., Y, sont de loi inconnue Q a valeurs dans ) inclus dans un

compact et admettant une densité f.

@ Le modele réduit h
h: Xx© - Y

(x,0) > h(x,0)

@ Les v.a. d'entrée X € X ont une distribution inconnue par contre on sait obtenir via simulation un
échantillon de taille m >> n. Ce qui permet de construire un m-échantillon de sorties simulées

h(X1,0), ..., h(Xn,0).
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Et maintenant un peu de math

Objectif et cadre formel

@ Une quantité d'intérét pour une loi p est une certaine fonctionnelle de p notée p(u) (par
exemple la moyenne, la variance de la loi, sa fonction de répartition ...). On notera pp(0) la

quantité d'intérét de la loi de h(X,0)
Pour fixer les idées, supposons que la quantité d'intérét soit la moyenne alors

pr(0) = Ex (h(X,0))
o Contraste et fonction de risque
Pipr w(P: ')7 R'l/)(hv 9) = EY'Lp(pG(h)v Y)

Dans I'exemple précédent 9(p, y) = (y — p)? et Ry(p) = Var(Y) + (E(Y) — or(9))2.
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Objectif et cadre formel

Une fois fixé la quantité d’intérét et le contraste, le véritable objectif est maintenant d'estimer
0* e ArgmingeeRw(h, 9)

La fonction R, (h,0) n’est pas calculable car

@ Laloi Q des Y est inconnue

@ La loi de h(X,0) n'est connue qu’a travers ses réalisations
On va donc faire deux approximations successives

@ On approche le risque par sa version empirique en Y
1 n
- Z w (ph(9)7 \/I)
n <
i=1
@ On approche pp(0) a I'aide des m réalisations h(X1,0), ..., h(Xm,0).

1
m <

Dans le cas de la moyenne j (h(X;,6)) = h(X;,6).
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Et maintenant un peu de math

Borne pour le risque

On estime alors 6 par

n

0= argmingco Z v

1
m
i=1

S A(h(;.0)). Vi
j=1

Théoreme

Sous Hi, H> et H3, alors Ve > 0, Il existe K1 et K> t.q. avec proba supérieure a
1—2co0na

Ru(h) < jof (Ru(h0) + % (142 (k4 )

oul les constantes K; et Ky dépendent des deux processus empiriques de Ay, M. Bn, est un
facteur de biais dépendant de Bp(m).
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Un exemple d'illustration

Prenons Y de la forme
Y = sin(¢)+0.01e,

£ et € sont deux gaussiennes centrées réduites indépendantes.
On se donne Y1, ..., Y, i.i.d. On désire estimer la densité f de Y, a partir de Yi,..., Y, et du
modele h donné par

h(X,0) = 601+6:X+0603X%, X ~N(0,1), 0 =(61,062,03).

On va dans un premier temps estimer € puis estimer f a |'aide de la densité de h(X,é\).
On fait tourner notre procédure d’estimation de € puis on estime la densité f, on obtient les
résultats suivants:

[ KL(f, f) |
n =50, m=10° (4.9+2).1072
n =500, m=5.10% | (2.34+0.4).102
n = 1000, m = 10* | (1.14£0.2).1072
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Et maintenant un peu de math

Merci pour votre attention

Un grand merci aux organisateurs
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Les 3 hypotheses

@ H; = le contrdle du terme de biais

@ H> =contrdle des processus empiriques.
En gros, deux type de contrdle: la tension du sup des processus empiriques sur certaines
classes de fonctions. Le bon comportement du processus empirique des Y; en fonction de

celui des X;
© Hs = la régularité Lipschitz du contraste W.
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Et maintenant un peu de math

Une quantité d'intérét relative a une mesure p est une fonctionnelle de ;v a valeur dans F, Fest
par exemple R si la quantité est I'espérance, cela peut étre un espace de fonction si la quantité
d'intérét est une densité...

Dans la suite, on munira F d’une norme.
Contraste et fonction de risque .
Un contraste est une application a valeurs dans L1(Q)

V:F — L1(Q) (1)
po— V(p,):yeYr—V(py),
tel que
p* = argminge 7By W (p, )
est unique.

On appelle fonction de risque |'application

VpeF, Rulp) =EyW¥(pY).
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Et maintenant un peu de math

op () == llpk'(0) — pr(O) 7 -

Alors en utilisant inégalité triangulaire

O = || [p(h(x,0) ~ Exph(x,0)] || +BF(O)
Jj=1 F
avec B["(0) := ||[Exp(h(X,0)) — pn(0)|| 7 le terme de biais.
Hi : sup Bh™(0) < Bp(m) < +oc0 J
6
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Ou on parle de contraste pour la premiéere fois

La densité des Y est une fonction f inconnue, lorsque I'on décide d'approcher f par une densité
g, on peut quantifier la qualité de I'approximation a I'aide de la distance de Kullback modifiée

K(f,g) :/Iog(f/g)fdx—/Iog(x)f(x)dx.

On va réécrire autrement K
K(f,g) =Ey (—logg(Y))

La fonction 1 : g — [y — — log(g(y))] est appelée contraste.

La quantité Ey (—log (g(Y))) := Ry(g) est appelée risque de g associé au contraste 9. Bien
entendu en pratique la quantité Ry, (g) est inaccessible, on se dépéche de la remplacée par son
équivalent empirique soit

1 n
== logg(Y)).
n <
i=1
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